LP — lineare Optimierung

1) Das LP Problem

Allgemein:
e nreele Variablen: b R X,
o Zielfkt.: max Zci * X,
i=1
e m Nebenbedingungen: Zag *'xj <b, firallei=1,....... m
j=1
¢ Nichtnegativitatsbedingung x;20

Matrizenschreibweise:

4= (a;).......Koeffizientenmatrix

c=(c,....c,)

o Zielfkt.: maxZ=c*x
e Nebenbedingungen: Ax<b
e« x>0
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2) Die Simplex Methode

o zuldssige Lésung: Lésung, die AX < b

und X =0 geniigt.

e optimale Losung x*: zulassige Losung fur die gilt, Z* = cx*> cx
fur alle zulassigen Losungen x.

e Randgleichung: Nebenbedingung, bei der das Ungleichheitszeichen durch
ein Gleichheitszeichen ersetzt wurde.

n

LS
Z“z/ x; <b,
j=l1

oder
x; =0furje{1,...,n}

Eigenschaften zulassiger Lésungen:
e Der Bereich der zulassigen Losungen ist ein konvexes Polyeder.
Die zulassigen Eckldsungen sind seine Eckpunkte.
e Die Anzahl zulassiger Ecklésungen ist hochstens:

(m+n)!

m!*n!

Eigenschaften optimaler Losungen:
e Ist eine optimale Losung eindeutig, so ist sie notwendigerweise eine
zulassige Ecklosung.
e Existieren mehrere optimale Losungen (namlich « viele), so sind
mindestens zwei zulassige Ecklésungen optimal. Die Menge der
optimalen Losungen ist konvexe Hulle der optimalen Ecklosungen.

Das Simplextableau:

P o 0 . 0 rechte
Zeile | BV r, ... Tn |z .. Thim | Seite | ZF-Koeff.
0 Z —C{ ... —Cp 0 0 0
1 A @iy ... Qp 1 . 0 by 0
0 . 0
T :En_l,--ﬁ? I - Umn (0 ” J_ bn, (0
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3) Bsp. Produktionsplanung

Eine Firma erzeugt zwei Produkte:
P1 ... Glas-Alurahmentir mit 3 Scheiben
P2 . .. Doppel-Holzfenster mit 2 Scheiben

in den Abteilungen
A1 ... Alurahmenproduktion (maximal 4 pro ZE)
A2 . .. Holzrahmenproduktion (maximal 12 pro ZE)
A3 . .. Abteilung Glaseinbau (maximal 18 pro ZE)

FUr die Produktion einer Einheit eines Produktes bendtigen die Abteilungen
jeweils folgende Kapazitaten:

P(1 0 3
P2 O 2 2 Koeffizientenmatrix
44, 4

Einheitsgewinn: 3 Geldeinheiten pro produzierter Einheit P1, 5 fir P2.

LP — Problem:

Zielfunktion: Max Z = 3x, + 5x,

Nebenbedingungen: x, <4
2x, <12
3x, +2x, <18

Nichtnegativitatsbedingungen: x; = 0;x, >0
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Graphische Losung:
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SIMPLEX:

Schlupfvariablen:
x; =4—x

x, =12-2x,

x; =18 -3x, —2x,

Anfangstableau

3 5 [0 0 0 |rechte
Zeile | BV |y x| x93 z; x| Seite | Quo. | Probe
0 Z|-3 =50 0 0 0
1 Ta 1 0 I 0 0 4
2 x| 0 210 1 0 12
3 Ts 3 2 0 0 1 I8
OR1 Zusammenfassung (G.G.)SS2003 Seite 4




Wahle jene NBV mit dem am starksten negativen Koeffizienten in Zeile 0 als neue BV.
Die BV die den starksten Zuwachs erzeugt ist eintretenden Basisvariable (bei uns x,)

Die zugehorige Spalte heifdt

3 5 10 0 0 |rechte
Zeile | BV | x rq wx; x5 | Seite | Quo. | Probe
() Z | -3 0 0 0 ()
1 Ta 1 L 0 0 4
2 T 0 0o 1 0 12
3 rs | 3 0o 0 1 18

In der Pivotspalte wahlt man nun alle positiven Elemente aus und bildet die Quotienten

3 510 0 0 |rechte
Zeile | BV | x4 rq g x5 | Seite Quo. Probe
0 Z | =3 0 {0 0 0
1 Ta 1 1 0 0 4
2 x| 0O 20 1 0 12 12/2 =6
3 x| 3 210 0 1 13 18/2 =9
Die ausscheidende BV ist die, in deren Zeile der Quotient am kleinsten ist.
—> X
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Die entsprechende Zeile nennt man Pivotzeile.
Pivotzeile und -spalte schneiden sich im Pivotelement.

3 510 0 0 |rechte
Zeile | BV | = rq x x5 | Seite Quo. Probe
0 Z | -3 0 0 0 0
1 Tq 1 1 () 0 4
2 2
3 x5 | 3 0 0 1 18 18/2 =9
Dividiere alle Elemente der Pivotzeile durch das Pivotelement.
——> Basiswechsel.
3 510 0 0 |rechte
Zeile | BV | z; Ty xy x5 | Seite | Quo. | Probe
() Z | =3 () () 0 ()
1 Ta 1 1 () () 4
2 J
3 Ts 3 0 0 1 13
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Addiere zu jeder Zeile ein Vielfaches der Pivotzeile, so dass alle anderen Elemente in

der Pivotspalte 0 werden.

3 510 0 0 | rechte
Zeile | BV | z T T4 1 Seite | Quo. | Probe
0 Z | -3 0 5/2 0 30
1 Tq 1 1 (0 () 4 L ()
2 I G5
3 T 3 0 -1 1 6 TEN
Und von vorne:
Bestimme neue Pivotspalte, markiere die positiven
Elemente und berechne die Quotienten.
3 5[0 0 0 |rechte
Zeile | BV xo |xy 2y x| Seite | Quo. | Probe
0 Z 0 0 5 / 2 0 30
| rq | 1 011 0 0 4 4/1 =4
2 o Lo 1/2 0 6
3 s 3 0 0 -1 1 6 {i/ii =2
Bestimme neue Pivotzeile, Pivotelement und normiere die
Pivotzeile. (siehe oben)
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Bestimme neues Tableau. Da keine negativen
Koeffizienten mehr in Zeile 0: optimale Losung.

3 510 0 0 rechte
Zeile | BV o | T3 @y Ts Seite | Quo. | Probe
0 Z 00 3/2 | 36
1 Iq 0 1 1/.‘5 —l/:i 2 2%0
2 T2 110 1/2 0 § G # 5
3 I 2% 3
optimale Losung
X, =
X, =
Z =36
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4) Nichteindeutigkeit bei SIMPLEX

1 Problem: Problem ist unbeschrankt:

Zielfunktion: MaxZ = x, + x,

Nebenbedingungen: X, —x, <1
—x, +x, <1

Nichtnegativitatsbedingungen: x, = 0;x, =0

| 1 | 0 0 |rechte
i | BV o |2y x| Seite | Quo.
0f Z —-1(0 0 0
1 I
2| x4 1 0 1 1

IIWir finden zwar eine eintretende BV aber keine ausscheidende!!

I 1 |0 0 |rechte
i | BV |z rq x| Seite | Quo.
0 Z |0 1 0 1
IR 10 |
2 xy | O 1 1 2
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2 Problem: Degeneration:

Zielfunktion: Max Z =3x, +2x,

Nebenbedingungen:

x, <6
2x, <12
3x, +2x, <18

Nichtnegativitatsbedingungen: x, = 0;x, >0

3 210 0 0 |rechte
Zeie |BV |z xy |23 =z, x| Seite | Quo.
0 Z 210 0 0 0
1 | 6
2 z, | 0 210 1 0 12
3 z |3 210 0 1 18 18/3
IIDie ausscheidende BV ist nicht eindeutig!!
Basisvariable x5 wird 0: Degeneration!
3 210 0 0 [rechte
Zeile | BV | zy a9 | 23 =z, x| Seite | Quo.
0 Z |0 3 0 0 18
1 x| 1 1 0 0 G
2 x| 0 0O 1 0 12 12/2
3 T 2 0
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vorige Lésung war also schon optimal!

3 2 0 0 0 |rechte
Zeille [BV |2y as| 23 x, x5 | Seite | Quo.
0 Z 10 0 0 1 18
1 o [ 1 0 0 0 6 6/1
2 | ay 12/3
3 x| 0 1 0 1/2 0
Kein Austausch x4 gegen x3 mehr naotig!
3 210 0 0 rechte
Zeile [BV |z x| 29 14 T Seite | Quo.
0 Z |10 01]0 0 1 18
1 x| 1 010 —=1/3 1/3 2
2 i o o1 1/3 -1/3 4
3 |x [0 110 1/2 0 G
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